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3. RÓWNANIA I NIERÓWNOŒCI

Zadania nowego typu



� Zadanie 3.91.
Dane jest równanie 3 4 7� � � �( )p x p (*), x R� .
Dla ka¿dego zdania A., B. oraz C. wybierz jedn¹ spoœród odpowiedzi 1., 2. lub
3. tak, by otrzymaæ zdanie prawdziwe.
A. Równanie (*) ma dok³adnie jedno rozwi¹zanie ró¿ne od zera,
B. Równanie (*) ma nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ,
C. Rozwi¹zaniem równania (*) jest x � 0,
gdy

1. p � �4.
2. p � 4.
3. p R� � �{ , }4 4 .

� Zadanie 3.92.
Dla jakich wartoœci parametru p R� równanie px p x� � �17 12 jest rów-
naniem sprzecznym.
Zaznacz dwie poprawne odpowiedzi spoœród A., B., C. lub D.

A. p � 12 B. p � 17 C. p � �12 D. p � 0

� Zadanie 3.93.
Nierównoœæ x x x� � � � �6 2 3 3 jest okreœlona dla ka¿dej liczby x R� .
Oceñ prawdziwoœæ poni¿szych stwierdzeñ. Wybierz P, jeœli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F – jeœli jest fa³szywe.

1. Zbiorem rozwi¹zañ nierównoœci jest x � �� ��
	



�
�

;

3

4
. P F

2. Liczba x � 4 nale¿y do zbioru rozwi¹zañ nierównoœci. P F

� Zadanie 3.94.
Uzupe³nij zdanie, wpisuj¹c w miejsce kropek brakuj¹ce wyra¿enia, tak aby
otrzymane zdanie by³o prawdziwe.
Najmniejsz¹ liczb¹ pierwsz¹ spe³niaj¹c¹ nierównoœæ x � � �4 2 15 jest

x � ..........

� Zadanie 3.95.
Uzupe³nij zdanie, wpisuj¹c w miejsce kropek brakuj¹ce wyra¿enia, tak aby
otrzymane zdanie by³o prawdziwe.

Zbiorem rozwi¹zañ nierównoœci x x2 20 100 0� � � jest ...............................

� Zadanie 3.96.
Uzupe³nij zdanie, wpisuj¹c w miejsce kropek brakuj¹ce wyra¿enia, tak aby
otrzymane zdanie by³o prawdziwe.
Równanie8 2 10 73p x x p( )� � � � jest równaniem to¿samoœciowymdla p � .......
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� Zadanie 3.97.
Oceñ, czy dla ka¿dej liczby rzeczywistej dodatniej x prawdziwa jest nie-
równoœæ x x2 � , wybierz uzasadnienie odpowiedzi.

A Tak,
poniewa¿

1.
1

2

1

2

2
�
	



�
�

 � .

B Nie, 2. x x2 � .

� Zadanie 3.98.
Oceñ, czy nierównoœci x x2 4 5 0� � � i x � �5 0 s¹ równowa¿ne, wybierz
uzasadnienie odpowiedzi.

A Tak,
poniewa¿

1.
wszystkie liczby rzeczywiste x � �5 s¹ rozwi¹za-
niami obu nierównoœci.

B Nie, 2. zbiory rozwi¹zañ nierównoœci nie s¹ równe.

� Zadanie 3.99.

Uzupe³nij zdanie, wpisuj¹c w miejsce kropek brakuj¹ce wyra¿enia, tak aby

otrzymane zdanie by³o prawdziwe.

Rozwi¹zaniem nierównoœci px p� � �9 81 02 jest zbiór liczb rzeczywistych

x � 0dla p � 0spe³niaj¹cegowarunek .........................................................................

� Zadanie 3.100.
Oceñ prawdziwoœæ poni¿szych stwierdzeñ. Wybierz P, jeœli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F – jeœli jest fa³szywe.

1.
Ka¿da liczba x R� jest rozwi¹zaniem nierównoœci
4 4 4 4 4 4( )( ) ( )x x x x� � � � .

P F

2.
Nierównoœæ ( ) ( )4 4 42 2x x� � � jest równowa¿na nierównoœci

4 4 4x x� � � .
P F

Informacja do wi¹zki zadañ 3.101. i 3.102.

Dany jest wielomianW x x x( ) � � �
4

3
4

8

3
3 .

� Zadanie 3.101.
Oceñ prawdziwoœæ poni¿szych stwierdzeñ. Wybierz P, jeœli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F – jeœli jest fa³szywe.

1. WielomianW x( ) ma trzy miejsca zerowe. P F

2. Miejscami zerowymi wielomianuW x( ) s¹ x � �2 oraz x � 1. P F
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� Zadanie 3.102.

Dokoñcz zdanie tak, aby by³o prawdziwe. Wybierz odpowiedŸ A albo B
oraz jej uzasadnienie 1. albo 2.

A
W x( ) ma trzy miejsca zero-
we,

poniewa¿

1.
wielomian stopnia 3 ma co
najwy¿ej trzy pierwiastki.

B
Liczba x � 1 jest pierwiast-
kiem podwójnymwielomia-
nuW x( ),

2.

liczba 1 jest pierwiastkiem
podwójnym, gdyW x( )
mo¿na zapisaæ w postaci
W x a x x p( ) ( ) ( )� � �1 2 .

� Zadanie 3.103.

Oceñ prawdziwoœæ poni¿szych stwierdzeñ. Wybierz P, jeœli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F – jeœli jest fa³szywe.

1.
WielomianW x x x x( ) ( )( )( )� � � �3 2 2 122 mo¿na zapisaæ w postaci

3 8 484 2x x� � .
P F

2.
Reszta z dzielenia wielomianuW x x x x( ) ( )( )( )� � � �3 2 2 122 przez

( )x � 3 jest równa 315.
P F

� Zadanie 3.104.

Oceñ prawdziwoœæ poni¿szych stwierdzeñ. Wybierz P, jeœli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F – jeœli jest fa³szywe.

1. Rozwi¹zaniami równania
( )( )x x

x

� �

�
�

7 2

49
0

2
s¹ liczby 7 oraz –7. P F

2. Dziedzin¹ równania
( )( )x x

x

� �

�
�

7 2

49
0

2
jest zbiór R – {–7, 7}. P F

� Zadanie 3.105.

Dane jest równanie
1

2

4

8
0

3�
�

�
�

x x
.

Wybierz jedno prawdziwe zdanie spoœród A., B. albo C. oraz jedno praw-
dziwe zdanie spoœród 1., 2. albo 3. Zapisz wybran¹ parê odpowiedzi.
A. Pierwiastkami równania s¹ wszystkie liczby ze zbioru {–2, 0, 2}.
B. Równanie ma tylko jedno rozwi¹zanie x � 2.

C. Rozwi¹zaniem równania
1

2

4

8
0

3�
�

�
�

x x
s¹ liczby x 1 2� � , x 2 0� .

1. Dziedzin¹ równania jest zbiór x R� � { }2 .

2. Równanie
1

2

4

8
0

3�
�

�
�

x x
okreœlone jest dla ka¿dego x � �2.

3. Dziedzin¹ równania jest zbiór x R� � �{ , }2 2 .
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� Zadanie 3.106.

Dane jest równanie
( )( )

( )( )

x x

x x x

4

2

1 4

1 4
0

� �

� �
� .

Wybierz dwie poprawne odpowiedzi spoœród A., B., C. lub D.

A. Pierwiastkami równania
( )( )

( )( )

x x

x x x

4

2

1 4

1 4
0

� �

� �
� s¹ liczby: –1, 1, –4.

B. Dziedzin¹ równania jest zbiór R � { , , }0 1 4 .

C. Liczby –1, –4, 0 s¹ rozwi¹zaniami równania
( )( )

( )( )

x x

x x x

4

2

1 4

1 4
0

� �

� �
� .

D. Równanie ma dwa pierwiastki: x 1 4� � , x 2 1� � .

Informacja do wi¹zki zadañ 3.107. i 3.108.

Dane s¹ równania:
4 3

2

2 12x x

x

�
�

�
oraz

3 2 21 14
0

3 2

2

x x x

x

� � �
� .

� Zadanie 3.107.
Dokoñcz zdanie, wybieraj¹c a) lub b) lub c), tak by zdanie by³o prawdziwe.
Równania te s¹ równowa¿ne, gdy
a) wystarczy, ¿e s¹ okreœlone w tej samej dziedzinie.
b) wystarczy, ¿e zbiory rozwi¹zañ obu równañ s¹ takie same.
c) oba równania s¹ okreœlone w tej samej dziedzinie i ich zbiory rozwi¹zañ

s¹ równe.

� Zadanie 3.108.
Dokoñcz zdanie tak, aby by³o prawdziwe. Wybierz odpowiedŸ A albo B
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

A
Równania
powy¿sze s¹
równowa¿ne,

poniewa¿

1.
dziedzinami równañ s¹ te same podzbio-
ry zbioru R.

B
Równania te
nie s¹ równo-
wa¿ne,

2. równania maj¹ takie same rozwi¹zania.

3.
rozwi¹zaniami obu równañ s¹ te same
zbiory oraz dziedziny obu równañ s¹
równe.

3. RÓWNANIA I NIERÓWNOŒCI 59



6. CI¥GI

Zadania zamkniête



6. CI¥GI

Zadania zamkniête

ABCD Zadanie 6.1.
Ci¹g kolejnych liczb naturalnych parzystych o wyrazie pierwszym równym
2 jest ci¹giem

A. rosn¹cym B. malej¹cym
C. skoñczonym D. geometrycznym

ABCD Zadanie 6.2. Matura, VI 2013, 1 p.

Ci¹g (an) okreœlony jest wzorem a
n

n � � �2
12

dla n � 1. Równoœæ an � 4

zachodzi dla

A. n � 2 B. n � 3 C. n � 4 D. n � 5

ABCD Zadanie 6.3.
Wyraz ogólny ci¹gu jest postaci a nn � �2 7. Wyraz pi¹ty tego ci¹gu jest
równy

A. 12 B. 7 C. 17 D. 10

ABCD Zadanie 6.4. Matura, VIII 2013, 1 p.

Ci¹g ( )an jest okreœlony wzorema n nn � �2 , dlan � 1.Który wyraz tego ci¹gu
jest równy 6?

A. drugi B. trzeci C. szósty D. trzydziesty

ABCD Zadanie 6.5. Matura próbna, XI 2009, 1 p.

Dla n � 1 2 3, , , . . . ci¹g ( )an jest okreœlony wzorem a nn
n� � � �( ) ( )1 3 . Wtedy

A. a3 0� B. a3 0� C. a3 1� D. a3 1�

ABCD Zadanie 6.6. Matura V 2020, 1 p.

Ci¹g (an) jest okreœlony wzorem a nn � 2 2 dla n � 1. Ró¿nica a a5 4� jest

równa

A. 4 B. 20 C. 36 D. 18

ABCD Zadanie 6.7. Matura, VIII 2012, 1 p.

Dany jest ci¹g ( )an okreœlony wzorem a
n

n n
�

�( )2
dla n � 1. Wówczas

A. a3
1

2
� B. a3

1

2
� � C. a3

3

8
� D. a3

3

8
� �
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ABCD Zadanie 6.15. Matura próbna, XII 2014, 1 p.

Ci¹g ( )an jest okreœlony wzorem a
n

n
n �

�24 4
dla n � 1. Liczba wszystkich

ca³kowitych nieujemnych wyrazów tego ci¹gu jest równa

A. 7 B. 6 C. 5 D. 4

ABCD Zadanie 6.16.

Ile ujemnych wyrazów ma ci¹g (an) okreœlony wzorem a nn � �9 9002 ?

A. 30 B. 11 C. 10 D. 9

ABCD Zadanie 6.17.

Ci¹g (an) jest okreœlony wzorem a nn � �17 2 . Liczba 1 jest wyrazem

A. pi¹tym.

B. czwartym.
C. szesnastym.

D. nie jest wyrazem tego ci¹gu.

ABCD Zadanie 6.18.

Wyrazami ci¹gu (an) s¹ kolejne liczby naturalne wiêksze od 3, które przy
dzieleniu przez 3 daj¹ resztê 2. Wyraz a13 ci¹gu (an) jest równy

A. 41 B. 37 C. 39 D. 38

ABCD Zadanie 6.19.

Ile wyrazów mniejszych od 8 ma ci¹g (an) okreœlony wzorem a nn � �
1

4
3?

A. 44 B. 43 C. 20 D. 19

ABCD Zadanie 6.20. Matura V 2021, 1 p.

Ci¹g arytmetyczny (an) jest okreœlony dla ka¿dej liczby naturalnej n � 1.
Trzeci i pi¹ty wyraz ci¹gu spe³niaj¹ warunek a a3 5 58� � . Wtedy czwarty
wyraz tego ci¹gu jest równy

A. 28 B. 29 C. 33 D. 40

ABCD Zadanie 6.21. Matura dodatkowa 2020, 1 p.

Ci¹g arytmetyczny (an) jest okreœlony dla ka¿dej liczby naturalnej n � 1.
Czwarty wyraz tego ci¹gu jest równy a4 2020� . Suma a a2 6� jest równa

A. 505 B. 1010 C. 2020 D. 4040
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8. PLANIMETRIA

Zadania otwarte



� Zadanie 8.203. Matura, VIII 2017, 2 p.

Dany jest trójk¹t prostok¹tny ABC, w którym � � �ACB 90 i � � �ABC 60 .
NiechD oznacza punktwspólnywysokoœci poprowadzonej zwierzcho³ka C k¹ta
prostego i przeciwprostok¹tnej AB tego trójk¹ta. Wyka¿, ¿e AD DB: :� 3 1.

� Zadanie 8.204. Matura poprawkowa 2020, 4 p.

Dany jest trójk¹t równoramienny ABC, w którym podstawa ABma d³ugoœæ
12, a ka¿de z ramion AC i BC ma d³ugoœæ równ¹ 10. Punkt D jest œrodkiem
ramienia BC (zobacz rysunek).

Oblicz sinus k¹ta �, jaki œrodkowaAD tworzy z ramieniemAC trójk¹taABC.

� Zadanie 8.205. Matura próbna, III 2008, 4 p.

Uzasadnij, ¿e nie istnieje trójk¹t prostok¹tny, w którym przeciwprostok¹tna

ma d³ugoœæ 24, a k¹ty ostre � i � s¹ takie, ¿e cos � �
3

4
i tg� �

4

3
.

� Zadanie 8.206. Matura próbna, XI 2009, 4 p.

Pole trójk¹ta prostok¹tnego jest równe 60 cm2. Jedna przyprostok¹tna jest
o 7 cm d³u¿sza od drugiej. Oblicz d³ugoœæ przeciwprostok¹tnej tego trójk¹ta.

� Zadanie 8.207. Matura VI 2019 PP, 4 p.

Dany jest trójk¹t rozwartok¹tny ABC, w któ-
rym �ACB ma miarê 120°. Ponadto wiado-
mo, ¿e BC � 10i AB � 10 7 (zobacz rysunek).
Oblicz d³ugoœæ trzeciego boku trójk¹ta ABC.

� Zadanie 8.208.

W trójk¹cie ABC dane s¹: AB � 12, AC � 6, BC � 14. Oblicz d³ugoœci od-

cinków, na jakie dwusieczna k¹ta ACB dzieli odcinek AB.
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� Zadanie 8.209. Matura, VI 2016, 4 p.

W trójk¹cie ABC dane s¹ d³ugoœci boków:

AB � 15 i AC � 12 oraz cos � �
4

5
,

gdzie � � �BAC . Na bokach AB i AC tego trój-
k¹ta obrano punkty odpowiednio D i E takie,
¿e BD AD� 2 i AE CE� 2 (zobacz rysunek).

Oblicz pole
a) trójk¹ta ADE,
b) czworok¹ta BCED.

� Zadanie 8.210. Matura, V 2014, 4 p.

K¹t CAB trójk¹ta prostok¹tnego ACB ma mia-
rê 30°. Pole kwadratu DEFG, wpisanego w ten
trójk¹t (zobacz rysunek), jest równe 4. Oblicz
pole trójk¹ta ACB.

� Zadanie 8.211. Matura próbna, XII 2005, 5 p.

W kwadrat ABCDwpisano kwadrat EFGH, jak
pokazano na rysunku. Wiedz¹c, ¿e AB � 1 oraz

tangens k¹ta AEH równa siê
2

5
, oblicz pole

kwadratu EFGH .

� Zadanie 8.212. Informator maturalny.

Na zewn¹trz trójk¹ta prostok¹tnegoABC, w któ-
rym � � �ACB 90 oraz AC � 5, BC � 12, zbudo-
wano kwadrat ACDE. PunktH nale¿y do prostej
AB i � � �HEA 90 . Oblicz pole trójk¹ta HAE.

� Zadanie 8.213. Matura, V 2015, 2 p.

Dany jest okr¹g o œrodku w punkcie O.
Prosta KL jest styczna do tego okrêgu
w punkcie L, a œrodek O tego okrêgu
le¿y na odcinku KM (zob. rysunek).
Udowodnij, ¿e k¹t KMLmamiarê 31°.
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� Zadanie 8.214.
Uzasadnij, ¿e promieñ okrêgu wpisanego w trójk¹t o bokach d³ugoœci 8, 11,

13 jest równy
1

2
30.

Inna treœæ tego zadania:
Oblicz promieñ okrêgu wpisanego w trójk¹t o bokach d³ugoœci 8, 11, 13.

� Zadanie 8.215.

Oblicz œrednicê okrêgu opisanego na�ABC, w którym BC � 6oraz � � �CAB 60 .

� Zadanie 8.216. Matura, V 2014, 2 p.

Œrodek S okrêgu opisanego na trójk¹cie równo-
ramiennym ABC, o ramionach AC i BC, le¿y
wewn¹trz tego trójk¹ta (zobacz rysunek).
Wyka¿, ¿e miara k¹ta wypuk³ego ASB jest czte-
ry razywiêksza odmiary k¹tawypuk³ego SBC.

� Zadanie 8.217. Matura VIII 2019 PP, 4 p.

Œrodek okrêgu le¿yw odleg³oœci 10 cm od ciêciwy tego okrêgu. D³ugoœæ tej ciêci-
wy jest o 22 cmwiêksza od promienia tego okrêgu.Oblicz promieñ tego okrêgu.

� Zadanie 8.218. Matura VIII 2019 PP, 2 p.

Wierzcho³ki A i C trójk¹ta ABC le¿¹ na okrêgu o promieniu r, a œrodek S tego
okrêgu le¿y na boku AB trójk¹ta (zobacz rysunek). Prosta BC jest styczna do tego
okrêgu w punkcie C, a ponadto AC r� 3. Wyka¿, ¿e k¹t ACBma miarê 120°.

� Zadanie 8.219. Matura, VIII 2018, 4 p.

W trójk¹cie prostok¹tnym ACB przyprostok¹tna ACma d³ugoœæ 5, a promieñ
okrêgu wpisanego w ten trójk¹t jest równy 2. Oblicz pole trójk¹ta ACB.
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ODPOWIEDZI



Zadanie 3.94.

13

Zadanie 3.95.

{10}

Zadanie 3.96.

p �
1

2

Zadanie 3.97.

B1

Zadanie 3.98.

B2

Zadanie 3.99.

p � ( ;0 3

Zadanie 3.100.

1. P
2. F

Zadanie 3.101.

1. F
2. P

Zadanie 3.102.

B2

Zadanie 3.103.

1. F
2. P

Zadanie 3.104.

1. F
2. P

Zadanie 3.105.

C1

Zadanie 3.106.

BD

Zadanie 3.107.

c)

Zadanie 3.108.

A3
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6. CI¥GI

Nr
zad.

Odpo-
wiedŸ

Nr
zad.

Odpo-
wiedŸ

Nr
zad.

Odpo-
wiedŸ

Nr
zad.

Odpo-
wiedŸ

Nr
zad.

Odpo-
wiedŸ

6.1. A 6.2. A 6.3. C 6.4. B 6.5. B

6.6. D 6.7. D 6.8. A 6.9. C 6.10. B

6.11. A 6.12. B 6.13. B 6.14. D 6.15. B

6.16. D 6.17. B 6.18. A 6.19. B 6.20. B

6.21. D 6.22. B 6.23. A 6.24. C 6.25. C

6.26. D 6.27. C 6.28. B 6.29. B 6.30. B

6.31. A 6.32. D 6.33. A 6.34. A 6.35. B

6.36. C 6.37. C 6.38. C 6.39. C 6.40. A

6.41. B 6.42. A 6.43. C 6.44. A 6.45. D

6.46. A 6.47. B 6.48. A 6.49. B 6.50. C

6.51. C 6.52. A 6.53. D 6.54. C 6.55. B

6.56. B 6.57. A 6.58. B 6.59. C 6.60. C

6.61. B 6.62. C 6.63. B 6.64. A 6.65. C

6.66. C 6.67. D 6.68. C 6.69. D 6.70. B

6.71. D 6.72. A 6.73. A 6.74. B 6.75. D

6.76. B 6.77. A 6.78. C 6.79. B 6.80. B

6.81. A 6.82. B 6.83. B 6.84. C 6.85. C

6.86. A 6.87. B 6.88. A 6.89. B 6.90. D

6.91. A 6.92. D 6.93. A 6.94. D 6.95. B

6.96. C 6.97. C 6.98. B 6.99. B 6.100. B

6.101. B 6.102. B 6.103. B 6.104. B

Zadanie 6.105.

1. P
2. F

Zadanie 6.107.

a nn � �( )2 2

Zadanie 6.108.

B, C

Zadanie 6.109.

1. P
2. F
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Zadanie 8.202.

4

Zadanie 8.204.

sin� �
24

5 97

Zadanie 8.206.

17

Zadanie 8.207.

CA � 20

Zadanie 8.208.

3,6 i 8,4

Zadanie 8.209.

a) 12

b) 42

Zadanie 8.210.

P � �
19

6
3 4

Zadanie 8.211.

PEFGH �
29

49

Zadanie 8.212.

PAHE �
125

24

Zadanie 8.215.

4 3

Zadanie 8.217.

r � 26

Zadanie 8.219.

PABC � 30

Zadanie 8.221.

� � �ABC 45 , � � �BAC 60 , � � �ACB 75

Zadanie 8.222.

h � 5 2
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SZKICE ROZWI¥ZAÑ



Zadanie 3.87.

Uk³ad równañ nie ma rozwi¹zañ, gdy proste y ax a� � � 2 i y
b
x� �

3
2 s¹

równoleg³e i niepokrywaj¹ce siê, czyli � �a
b

3
oraz 2 2 1a a� � � � � .

Z proponowanych odpowiedzi poprawnymi mog¹ byæ B i C.

St¹d a � 1 , wiêc � � � � �1
3

3
b

b .

Zadanie 3.88.

Wyró¿nik trójmianu kwadratowego 2 11 3 02x x� � � jest równy
� � � �11 24 972 , czyli równanie to ma dwa pierwiastki x 1 i x 2 , dla których

x x1 2
11

2
0� �

�
� i x x1 2

3

2
0� � � , czyli x 1 0� i x 2 0� .

Zadanie 3.89.

Liczby ca³kowite nale¿¹ce do przedzia³u ( ;�5 3 to: {–4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3}.

Zadanie 3.90.

Z liczb {–4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3} liczbami pierwszymi s¹: 2 i 3, liczbami
ca³kowitymi dodatnimi s¹: 1, 2, 3.

Zadanie 3.91.

x
p

p
�

�

�

4

4
, p � �4.

Dla p � �4 równanie (*) ma postaæ 3 3� , czyli ma nieskoñczenie wiele
rozwi¹zañ.

Dla p � 4 rozwi¹zaniem równania (*) jest x � 0.

Dla p R� � �{ , }4 4 równanie (*) ma jedno rozwi¹zanie ró¿ne od zera.

Zadanie 3.92.

Dla x � 17: � � � �px p p x17 12 , równanie sprzeczne dla p � �12

Dla x � 17: px p p x� � �17 12 , równanie sprzeczne dla p � 12

Zadanie 3.93.

I. x � �� �( ; 6 : � � � � � � � � �x x x x6 2 3 3
3

2
, czyli x ��.

II. x � ��
	

 6

3

2
; : x x x x� � � � � � �6 2 3 3 3, czyli x ��.

III. x � ���
	



�
�



3

2
; : x x x x� � � � � � �6 2 3 3 0, czyli x ��.
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Zadanie 3.94.

x x� � � � � � �4 2 15 4 2 15 lub x � � � �4 2 15, st¹d

x x� � � � �4 17 4 17 lub x x� � � � �4 17 13 lub x � �21,

lub x x� � � � � � � �4 2 15 4 13 (sprzecznoœæ), zatem

x � �� � � ��( ; ; )21 13 .

Zadanie 3.95.

x x x x2 20 100 0 10 0 10� � � � � � � � .

Zadanie 3.96.

8 2 10 73p x x p( )� � � � ,

8 16 10 73 3p x p x p� � � � .

Aby równanie by³o to¿samoœciowe:
8 1

16 10 7

1

2

3

3

p

p p
p

�

� � �

�
�
�

� � .

Zadanie 3.97.

x x x x x2 1 0 0 1� � � � � � �� � � �( ) ( ; ) ( ; ).

Zadanie 3.98.

x x x x x2 4 5 0 5 1 0 5 1� � � � � � � � � �� � � ��( )( ) ( ; ) ( ; ),

x x� � � � �� �5 0 5( ; ).

Zadanie 3.99.

px p p� � �9 81 02 /: , p � 0,

x
p

p
�

�9 812

,

9 81
0

2p

p

�
� i p � 0� �p ( ;0 3 .

Zadanie 3.100.

4 4 4 4 4 4 3 4 16 02( )( ) ( )x x x x x x� � � � � � � � , nierównoœæ jest prawdziwa
dla ka¿dego x R� .

( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 4 4 4 02 2 2 2x x x x� � � � � � � � �

( )( ) ( )4 4 4 4 4 4 0 5 3 8 0
8

3
0x x x x x x x x� � � � � � � � � � � ��

	



�
�

 � ,

4 4 4 3 8
8

3
x x x x� � � � � � � .

Nierównoœci po przekszta³ceniach równowa¿nych maj¹ ró¿ne zbiory roz-
wi¹zañ.
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Zadanie 3.101.

W x x x x x x x x x( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � �
4

3
4

8

3

4

3

4

3

8

3

8

3

4

3
1

8

3
13 3 2

� � � ��
 !

"
#$
� � � � � �( ) ( ) ( )( ) ( ) (x x x x x x x x1

4

3
1

8

3

4

3
1 2

4

3
12 2 � 2).

Zadanie 3.102.

W x x x( ) ( ) ( )� � �
4

3
1 22 .

Zadanie 3.103.

W x x x x x x( ) ( )( )( )� � � � � � �3 2 2 12 3 24 1442 4 2 .

W( )3 243 216 144 315� � � � .

Zadanie 3.104.
( )( )x x

x

� �

�
�

7 2

49
0

2
;D x� �R – {–7, 7},

( )( )x x

x
x

� �

�
� � � �

7 2

49
0 2

2
.

Zadanie 3.105.

1

2

4

8

4

2 2 4

1

2

4 2 4

23 2

2

2�
�

�
�

� � �
�

�
�

� � �

� �x x x x x x

x x

x x( )( ) ( )( 2 4x �
�

)

�
� �

� � �

x x

x x x

( )

( )( )

2

2 2 42
, x 1 2� � , x 2 0� dla x R� � { }2 .

Zadanie 3.106.

( )( )

( )( )

( )( )( )( )

(

x x

x x x

x x x x

x x

4

2

2

2

1 4

1 4

1 1 1 4� �

� �
�

� � � �

� 1 4

1 1 4

4

2

2)( )

( )( )( )

( )x

x x x

x x�
�

� � �

�
.

x R� � { , , }0 1 4 .

Zadanie 3.107.

4 3

2

2 12x x

x

�
�

�
, x � 0� � � �4 3 4 22 2x x x , x � 0� � �x

2

3
.

Zadanie 3.108.

3 2 21 14
0

3 2

2

x x x

x

� � �
� , x � 0� � � � �3 2 21 14 03 2x x x , x � 0

� � � � �x x x2 3 2 7 3 2 0( ) ( ) , x � 0� � � �( )( )x x2 7 3 2 0, x � 0� � �x
2

3
.
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6. CI¥GI

Zadanie 6.1.

Ci¹g kolejnych liczb naturalnych parzystych o wyrazie pierwszym równym
2 jest ci¹giem nieskoñczonym, arytmetycznym o ró¿nicy równej 2, jest
ci¹giem rosn¹cym.

Zadanie 6.2.

� � �2
12

4
n

, zatem
12

6
n

� , st¹d n � 2.

Zadanie 6.3.

Pi¹ty wyraz ci¹gu an jest równy a5 2 5 7 17� � � � .

Zadanie 6.4.

n n2 6� � , zatem n n2 6 0� � � � � �n 1 2 i n 2 3� , st¹d n � 3, bo n � �2 nie
spe³nia warunku zadania.

Zadanie 6.5.

a3
31 3 3 0� � � � �( ) ( ) .

Zadanie 6.6.

Ró¿nica a a5 4� dla ci¹gu a nn � 2 2 (n � 1) jest równa
2 5 2 4 50 32 182 2� � � � � � .

Zadanie 6.7.

a3 3

3

2

3

8
�

�
� �

( )
.

Zadanie 6.8.

an
n

�
�� � �3
12 3 , wiêc a a5 2 3

2 1 32 3 2 3 54� � � � � � � � ��
� .

Zadanie 6.9.

a3
33 9 9 0� � � � �( ) ( ) .

Zadanie 6.10.

a10 20 10 3 203� � � � ,

b10 2 100 3 197� � � � ,

c 10 100 10 10 2 198� � � � � ,

d 10
10 187

10
19 7�

�
� , .
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Zadanie 6.11.

a8 2 8 4 20 2 5� � � � � .

Zadanie 6.12.

a5

5

5

2 1

2 1

32 1

32 1

31

33
�

�

�
�

�
�

� .

Zadanie 6.13.

a5
5

2
1

2 5

5
1

3

25

3

25
� � �

�
� � �

�
�( ) ( ) .

Zadanie 6.14.

b n nn � � � �0 3 25 02 i n � 1, st¹d n n( )3 25 0� � i n � 1, czyli n � 1 8
1

3
; .

Liczba n jest liczb¹ naturaln¹, wiêc jest 8 wyrazów ci¹gu (bn) spe³niaj¹cych
warunki zadania.

Zadanie 6.15.

Zapisujemy warunki:
24 4

0
�

�
n

n
i n � 1, st¹d n � 6.

Zadanie 6.16.

9 900 0 100 102 2n n n� � � � � � , 9 wyrazów, poniewa¿ n � 1.

Zadanie 6.17.

17 1 16 42 2� � � � � �n n n .

Zadanie 6.18.

a nn � �3 2, st¹d a13 3 13 2 41� � � � .

Zadanie 6.19.
1

4
3 8

1

4
11 44n n n� � � � � � .

Zadanie 6.20.

Z w³asnoœci ci¹gu arytmetycznego: a
a a

4
3 5

2
�

�
, czyli a4

58

2
29� � .

Zadanie 6.21.

Z w³asnoœci ci¹gu arytmetycznego:
a a

a2 6
4

2

�
� , st¹d

a a2 6 2 2020 4040� � � � .
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Zadanie 8.201.
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku.
Suma k¹tów w ka¿dym trójk¹cie jest równa
180°, wiêc � � �� � �� � ��3 50 180
5 130 26� �� �� � �.
Miary k¹tów w trójk¹cie wynosz¹: 26°, 76°, 78°.

Zadanie 8.202.

I sposób

Z warunków zadania:
P

P

ABC

AKL

�

�

� �
	



�
�



3

2

2

, czyli
9 3 9

4
9 3

4

9
4 3

P
P

AKL

AKL

�
�� � � � � .

Trójk¹tAKL jest równoboczny o boku d³ugoœci b, wiêc
b

b
2 3

4
4 3 4� � � .

D³ugoœæ boku trójk¹ta AKL wynosi 4.

II sposób

Trójk¹ty ABC i AKL s¹ podobne, o stosunku podobieñstwa
3

2
, zatem je¿eli

d³ugoœæ boku trójk¹ta AKL oznaczymy przez b, to d³ugoœæ boku trójk¹ta ABC

jest równa
3

2
b.

3

2
3

4
9 3

3

2
36 4

2

2b

b b

�
	



�
�



� � �
	



�
�

 � � � .

D³ugoœæ boku trójk¹ta AKL wynosi 4.

Zadanie 8.203.

tg30��
CD

AD
, st¹d AD h� 3 .

tg60��
CD

DB
, st¹d DB h�

3

3
.

AD

DB
� �

3
1

3
3

3, cnd.
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50° + �
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D

h



Zadanie 8.204.
AC BD� oraz BD CD� .
W trójk¹cie ABC prowadzimy wysokoœæ CE,
a w trójk¹cie ABD prowadzimy wysokoœæ DF.

Trójk¹t AEC jest prostok¹tny i AE AB�
1

2
.

Z twierdzenia Pitagorasa AC AE EC
2 2 2� � ,

st¹d EC
2 64� , czyli EC � 8.

P AB CEABC� � � � � � �
1

2

1

2
12 8 48.

Œrodkowa dzieli trójk¹t na dwa trójk¹ty o równych polach, wiêcP ADC� � 24.

�BEC~�BFD (kkk) i skala podobieñstwa jest równa
1

2
, st¹d FD CE� �

1

2
4

oraz FB EB� �
1

2
3, wiêc EF � 3.

Trójk¹t AFD jest prostok¹tny, w którym AD AF FD
2 2 2� � .

Zatem AD � � �81 16 97.

P AD ACADC� � � � �
1

2
24sin� , wiêc sin� �

�
�

�
�

�
�

24 2 24 2

97 10

24

5 97AD AC
.

Zadanie 8.205.
Dowód nie wprost: zak³adamy, ¿e taki trójk¹t
prostok¹tny istnieje.

cos � � �
AC

AB

3

4
, zatem AC � 18, tg� � �

AC

BC

4

3
, zatem BC �

27

2
,

AC BC
2 2 2

2

18
27

2
506

1

4
� � � �

	



�
�

 �( ) , AB 2 576� ,

AC BC AB
2 2 2� � , wiêc trójk¹t ABC nie jest prostok¹tny.

Zadanie 8.206.
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku.

P
x x

ABC� �
�

� �
( )7

2
60 x x2 7 120 0� � � �

x � 8 lub x � �15.
Zatem AB � 15, AC � 8, BC � 17.
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A B

C

x

x + 7

x > 0

�

A B

C

D10

12

10

E F



Zadanie 8.207.

Odcinek BD jest wysokoœci¹ trójk¹ta ABC poprowadzon¹ z wierzcho³ka B.
D³ugoœæ odcinka BD jest równa5 3 jako wysokoœæ trójk¹ta równobocznego
o boku d³ugoœci 10.
Trójk¹t DAB jest trójk¹tem prostok¹tnym, wiêc
DA

2 2 210 7 5 3� �( ) ( ) ,

DA
2 625� , st¹d DA � 25.

CA DA DC� � � � �25 5 20.

Zadanie 8.208.

P
xGC

AHC� �
2

, P
yGC

BHC� �
2

,

P
HC

HCAHC� � �
6

2
3

sin
sin

�
�,

P
HC

HCBHC� � �
14

2
7

sin
sin

�
�,

P

P

x

y

AHC

BHC

�

�

� �
3

7
,

x y

x

y

x

y

� �

�

�

�
%

�%
�

�

�
�
�
�

12

3

7

3 6

8 4

,

,
.

Zadanie 8.209.
AE CE� 2 , BD AD� 2 .

AD AD AD� � � �2 15 5; AE AE AE� � � �
1

2
12 8.

sin cos� �� �1 2 (� jest k¹tem ostrym, wiêc sin� � 0), sin� � ��
	



�
�

 �1

4

5

3

5

2

.

P AD AEADE� � � � � � � � � �
1

2

1

2
5 8

3

5
12sin� .

P AB ACABC� � � � � � � � � �
1

2

1

2
15 12

3

5
54sin� .

P P PBCDE ABC ADE� � � � �� � 54 12 42.
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� �
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A
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10
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120°
D
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Zadanie 8.210.
PDEFG � 4, zatem
| | | | | | | |GD DE EF FG� � � � 2.
W trójk¹cie ADE:

sin
|

| |
30��

&DE

AD
, zatem | |AD � 4,

cos
|

| |
30��

&AE

AD
, st¹d | |AE � 2 3.

P P AE DEADE1
1

2
2 3� � � �| || | .

W trójk¹cie BFG:

tg 30��
| |

| |

BF

FG
, zatem | |BF �

2

3
3. P P BF GFBFG2

1

2

2

3
3� � � �| || | .

W trójk¹cie CDG:

sin
|

| |
30��

&CG

GD
, zatem | |CG � 1, cos

|

| |
30��

&CD

GD
, st¹d | |CD � 3.

P P CD CGCDG3
1

2

1

2
3� � � �| || | .

P P P P P� � � � � � � � � �1 2 3 4 2 3
2

3
3

1

2
3 4

19

6
3 4.

Zadanie 8.211.

Zauwa¿my, ¿e trójk¹tyAEH, BEF, CFG,DCH s¹ przystaj¹ce (cecha kbk), st¹d

EB HA DG CF x� � � � ; AE BF CG DH x� � � � �1 .

tg � �AEH
AH

AE
, zatem

x

x1

2

5�
� , st¹d x �

2

7
.

AH �
2

7
, AE �

5

7
. HE

2
2 22

7

5

7

29

49
� �
	



�
�

 � �

	



�
�

 � .

PEFGH �
29

49
.

Zadanie 8.212.
� �ABC �,
AC � 5, BC � 12, BD � � �12 5 17,
AB

2 2 25 12� � , zatem AB � 13,

tg

tg

�

�

�

� �
�

�

�
%%

�
%
%

5

12
5

17

DH

BD

EH

5

17

5

12

�
�

EH
, zatem EH �

25

12
,

P EH AEAHE � � � � � �
1

2

1

2

25

12
5

125

24
.
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E

H

D

�

A
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30°

G

30°

30°
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Zadanie 8.213.
Trójk¹t OLK jest prostok¹tny, wiêc � � �LOK 62 , zaœ � � �LOM 118 .

W trójk¹cie równoramiennym (MO OL� ) MOL: � � � � �OLM OML 62 ,

st¹d � � �OML 31 , co nale¿a³o wykazaæ.

Zadanie 8.214.
Promieñ okrêgu wpisanego w trójk¹t o bokach d³ugoœci a, b, c i polu

równym P jest równy r
P

a b c
�

� �
2

. Pole trójkata obliczamy zewzoruHerona:

P � � � � � �16 16 8 16 11 16 13 1920 8 30( )( )( ) , r � �
16 30

32

1

2
30, cnd.

Zadanie 8.215.
Ka¿dy k¹t wpisany oparty na ³uku CB ma
miarê 60°, w szczególnoœci k¹t, którego ramiê

CA’ jest œrednic¹ danego okrêgu. �A'BC jest
prostok¹tny (oparty na œrednicy), st¹d
CB

CA
CA

'
sin '� �� � �60

6

3

2

4 3.

Zadanie 8.216.
Niech | |� �ASB �, wtedy

| | | |� � � �ACB ASB
1

2

1

2
�.

Trójk¹t ABC jest równoramienny, wiêc prosta
CS zawiera dwusieczn¹ k¹ta ACB, zatem

| | | |� � � �SCB ACB
1

2

1

4
�.

Trójk¹tBCS jest równoramienny, bo odcinki SC
i SB to promienie okrêgu, st¹d

| | | |� � � �SBC SCB
1

4
�, cnd.

Zadanie 8.217.
Z treœci zadania: SC � 10, AB r� �22 i r � 0.
Trójk¹t ACS jest trójk¹tem prostok¹tnym o przy-

prostok¹tnych d³ugoœci 10 i
22

2

� r
.

Na mocy twierdzenia Pitagorasa

r
r

r r2 2
2

210
22

2
3 44 884 0� �

��
	



�
�

 � � � � , st¹d

r � 26. Pierwiastek r � �
34

3
odrzucamy, ponie-

wa¿ r � 0.
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Zadanie 8.218.

AC r� 3

Trójk¹t ASC jest równomierny, wiêc � � �SAC ACS .

DC AD
r

� �
3

2
, wiêc � � �ACS 30 (trójk¹t ASD jest „po³ow¹” trójk¹ta

równobocznego). Zatem skoroCS CB' , to � � �� �� �ACB 90 30 120 , cnd.

Zadanie 8.219.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trójk¹ta
ABC:
AB AC BC

2 2 2� � .

( ) ( )x x� � � �2 5 32 2 2 , st¹d x � 10.

PABC � � � � �
1

2
2 10 5 30( ) .

Zadanie 8.220.
� � �BPO OPA (punkt O nale¿y do dwusiecznej k¹ta BPA).

Skoro OA AC� , to � �OAP CAP bkb OPA CPA( � � � �( ) .
Zatem � � � � � � � � �BPO OPA CPA BPC APC3 , cnd.

Zadanie 8.221.

Niech � �BAS �, wtedy � �CBS 2�
i � �ACS 3�.

Trójk¹tyABS, ACS i BCS s¹ równoramienne.
AS BS CS� � , wiêc

� �ABS �, � �BCS 2�, � �CAS 3�.

� � � � � � �BAC ABC ACB 180 ,
zatem 4 3 5 180� � �� � � �, st¹d � � �15 .

� � � � �� �ABC 3 3 15 45� ,

� � � � �� �BAC 4 4 15 60� ,

� � � �� �ACB 5 5 15 75� � .
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